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1. Перебросить через трубу.

На горизонтальной плоскости находится цилиндрическая труба, радиусом R. Какую минимальную скорость необходимо сообщить телу, находящемуся на горизонтальной плоскости, чтобы перебросить его через цилиндрическую трубу?

Решение:
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Траектория тела – это парабола, которая касается цилиндра в симметрично расположенных точках B и B/ на двух сторонах ствола (рис.). Тело удаляется от точки бросания с начальной скоростью v1 под углом ( к горизонту. В точках касания B и B/ скорость тела v2 составляет угол ( с горизонталью.

Выберем угол ( в качестве независимой переменной задачи. Тогда в точке B вертикальная составляющая скорости равна
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где t2 – время полета на участке BC траектории (C – максимальная точка подъема, максимум параболы). Соответствующее горизонтальное перемещение BF равно
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После перемножения этих двух уравнений получаем
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Закон сохранения энергии при полете между точками A и B дает
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или
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Мы получили выражение для начальной скорости в виде
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и можем вычислить минимальное значение v1, используя дифференциальное исчисление. Приравняв производную 
[image: image7.wmf]1
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 к нулю, получаем 
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. Таким образом минимальный угол, который дает минимум начальной скорости, равен 45о.
Имеется и другой метод, который использует неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим. В нашем случае можно записать
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так что минимальное значение суммы 
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 равно 
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, откуда следует, что ( = 45о.

Это и есть угол, под которым тело касается цилиндра при полете в оптимальном случае. Если допустить ( = 0 (точка E), то потребуется большая начальная скорость, так как 
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. Из этого следует, что траектория с минимальной начальной скоростью не касается ствола в его самой высокой точке (точка E). Гравитационная потенциальная энергия тела больше на пике параболы, чем в высшей точке цилиндра, но его кинетическая энергия и полная энергия меньше, чем они были бы для траектории, касающейся вершины.

Таким образом, минимальная начальная скорость тела равна
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Примечания. а) Можно показать, что часть параболической траектории над точкой B не пересекает цилиндр.

б) Довольно легко определить также угол начального броска и расстояния AD. Расчеты дают
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в) Обратите внимание на то, что точка F является фокусом параболы.

г) Минимальная скорость тела, если оно, перелетая цилиндр, все же касается в верхней точке траектории вершины может быть найдена из следующих соображений.

Воспользуемся законом сохранения энергии для точки E
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Нормальное ускорение тела в верхней точке траектории 
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, где (1 – угол между вектором скорости тела в точке траектории и горизонталью, радиус кривизны в данной точке. Для верхней точки (1 = 0 и R1 = R, тогда 
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. Сделаем подстановку в закон сохранения для верхней точки
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Как видим 
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2. Загрузка вагона

Открытый сверху вагон, катящийся по рельсам без трения, заезжает на загрузку песка. Начальная скорость вагона vo, масса пустого вагона mo, масса загруженного песка m1. Подача песка осуществляется равномерно так, что оно покрывает пол вагона слоем постоянной высоты. Найдите время загрузки Т вагона.

Примечание: форма вагона представляет собой параллелепипед.

Решение:
[image: image76.wmf]1
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Введем одномерную систему координат Ox, совпадающей с рельсом (любым). Начало координат – передняя часть вагона перед началом засыпания песка; направление – вдоль скорости вагона. Координата x – положение передней стенки вагона (xo = 0).
Координата x меняется со временем, когда весь вагон загрузится песком (через время T), она будет равна длине вагона: x(T) = L.

Так же, как видно из рисунка, такое положение начала координат позволяет заявить, что длина насыпанной части песка в момент времени t равна x(t).

Основа решения: закон сохранения импульса. Рассмотрим его проекцию на ось Ox (здесь не будем учитывать импульс падающего песка):
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Так как масса с насыпанием песка увеличивается, то скорость вагона уменьшается.

Рассмотрим момент времени t (начало отсчета времени – начало засыпания песка). Найдем массу песка:
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где ( – плотность песка, b – толщина вагона, h – высота слоя песка, x – координата.
Мы знаем, что 
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Вернемся к закону сохранения импульса:
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Получили дифференциальное уравнение, но решить его несложно, можно даже до конца его не решать. Перепишем (1) в другом виде:
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Проинтегрируем от начала отсчета времени (начало координат) до времени t (когда координата x):
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Получаем: 
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В принципе, отсюда, решая квадратное уравнение можно получить функцию x(t), но нам для решения это не понадобиться. Зная, что 
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3.«Суперпозиция» 
С поверхности бесконечной пластины с начальной скоростью 
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, направленной перпендикулярно пластине, вылетает электрон. Определите, на какое максимальное расстояние от пластины удалится электрон, если
а) над пластиной создано однородное электрическое поле, напряженности 
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направленной перпендикулярно пластине;
б) над пластиной создано однородное магнитное поле, индукции 
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, направленной параллельно пластине;
в) над пластиной созданы однородное электрическое поле, напряженности 
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, направленной перпендикулярно пластине, и однородное магнитное поле, индукции 
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, направленной параллельно пластине.
Решение:
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1) По мере удаления электрона от пластины возрастает его потенциальная энергия в электростатическом поле пластины. В точке максимального подъема кинетическая энергия (и скорость) обратится в нуль. По закону сохранения энергии
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где mo – масса электрона, e – его заряд.

Тогда 
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2) В магнитном поле на заряд будет действовать сила Лоренца, вследствие которой он будет двигаться по дуге окружности (пролетит пол-окружности и ударится о плоскость).

По второму закону Ньютона:
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Из рисунка ясно, что максимальное расстояние от электрона до пластины – радиус окружности: 
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3) Рассмотрим электрон в некоторой точке A (рис.), его скорость 
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. На него действуют силы: 
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На ось Ox может иметь только проекцию только 
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Запишем второй закон Ньютона для этой проекции:

Ox: 
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 – проекция скорости на ось Y.

Получаем: 
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, вспомним смысл ускорения и скорости:
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Взяв за начало координат точку запуска электрона, и с учетом того, что в начале движения vx = 0, проинтегрируем:
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В процессе полета электрона 
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. Только уменьшают его проекцию скорости электрона на ось Oy (vy) (
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 всегда направлена вниз, а 
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 поворачивает ее, тем самым уменьшая проекцию). Можно утверждать, что в точке максимального удаления от пластины vy = 0 (дальше будет становиться отрицательной и электрон начнет приближаться к пластине). Поэтому в точке максимального удаления v = vx, и уравнение (1) для этой точки: 
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Закон сохранения энергии в момент вылета и в точке максимального подъема:
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выразим h3:
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, поэтому один корень отбрасываем:
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Ответы:
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